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摘要

本報告主要欲探討的論文為 2018 年 Acta Mechanica 期刊上之論文 On

the nonlinear dynamics of shift gearbox models [1]，其內容為建立一個能描
述變速箱震動情形的動態模型。這篇論文中主要針對離合器 (Disk clutch)與
傳動齒輪的動態進行分析。
這篇報告則從該篇論文出發，另外集合了其他篇文獻的內容，以概略的介

紹變速箱的震動模型為目的。首先簡單的描述由離合器碟片晃動 (wobbling)

所產生的動態模型，接著說明由傳動齒輪運動所生的震動，作為本論文模型
的背景介紹。以此為基礎，在正式進入本論文的模型後，首先重新在離合器
與齒輪的運動模型中納入黏彈性接觸 (viscoelastic contact)，接著對模型的穩
定性與非穩態運動進行分析。
關於非線性動態模型的求解與數學運算，筆者相對不熟悉，也並不是本報

告的主題，因此多數運算過程皆已省略，僅保留部分，以呈現出原作者的分
析手法。

1 總覽
本篇報告希望概略的介紹能夠呈現出變速箱震動的動態模型與研究手法。簡單說
明本報告的內容，有以下幾個重點:

1. 首先簡單的說明了第一種分析之角度，即離合器片的晃動模型，這樣的模型
在作者先前的文獻中呈現出了一個 200Hz左右的震動。

2. 接著介紹另一種由齒輪運動所造成的振動模型，該模型在先前的文獻中則呈
現出了 300Hz左右的震動。

3. 以此為基礎，在本論文的模型中，首先以黏彈性接觸重新對離合器與齒輪的
運動進行描述。
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• 在此處作者從接觸面的張力出發，推導機構的運動方程式，重新建立
一個非線性的動態模型。

4. 接著首先探討這個系統在定態的運動，並發現齒輪軸的旋轉中心在定態模型
中即會有偏移。

5. 在進入非穩態分析前，首先對這個動態模型進行穩定性分析。

(a) 畫出模型在參數域的哪些區域能維持穩態。
(b) 討論不同的參數設定對系統穩定性的影響。

6. 進入非穩態的區域，描繪出非穩態情形下的震動，其中在 400Hz 處有一個
明顯的震動。

7. 最後則簡單的探討了不同參數對於系統的非穩態運動有何影響。

如前所述，分析過程中多數的數學運算過程已被筆者省略，但仍有載明各種分
析方法與數學工具。明顯地，本報告的內容，除了分析的機構 (離合器、齒輪)為
課本所涵蓋的元件外，在分析方法上與課程內容有著根本性的差異。本學期課程
的內容主要採取靜力學的角度，研究機械元件是否能夠承受給定的負荷。而本篇
報告的內容則完全屬於動力學的立場，研究機械元件的運動情形。除此之外，尚
有其他可與課程內容比較之處。筆者在撰寫報告期間，由於這樣的兩相比較，因
而對於兩個研究領域的範圍與方法差異更有深刻體會。也僅在此列出其他幾項本
課程與本報告的異同:

• 靜態模型與動態模型 在課程中，多數的問題都能透過靜態的數學模型求
解。隨時間變化的週期性負荷，也以平均應力與振幅應力等方式描述，在靜
態的數學模型 (如 S/N curve, Basquin’s equation) 中運算。而本報告的範疇
則皆須以動態的數學模型求解，所有隨時間變動的運動狀態都以方程式描
述。

• 多組座標系統 在課程中，多數問題都不會使用到超過一組座標系統。然
而在複雜的運動狀態下，本報告中多處使用到超過一組的座標系統。

• 材料性質的重要性相同 在靜力學的問題中，材料的性質，如抗拉強度、
疲勞限等，時常是影響一個問題最重要的因素。在本報告針對非穩態運動的
分析中，材料的性質 (阻尼、彈性係數) 依然非常關鍵，其重要性超過其他
人力操作相關的參數。(見5.2節)
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• 鋼體接觸的假設 在課程中，多數情形下皆假設材料為鋼體，接觸時不會
變形。然而本報告中將材料可能產生變形的黏彈性接觸納入考量。不過有趣
的是，多數時候這對分析結果的影響似乎並不大。(見4,5.1節)

• 對離合器的分析異同

– 課本內假設作用於離合器上之壓力或繡蝕 (wear)為均勻分布，而本報
告中離合器上沒有任何作用為均勻分布，在晃動分析的模型上尤為明
顯。

– 本報告與課本對離合器的分析都一樣關注其壓力與摩擦力，只是課本
研究其所造成的繡蝕，本報告則探討所造成的震動。

– 課本上對於離合器片上的扭力，採取面積分，而本報告中則假設摩擦
環為一圓，對其做環積分。(見8,9式)

– 課本上對於離合器接觸面的模型忽略了接觸面的彈簧 (Diaphragm

spring)，而本報告的模型則有納入這個多數離合器皆裝設有的裝置。
(見圖6)

• 對齒輪的分析異同

– 課本著重於齒輪的「側面」，了解其幾何設計，而本報告則著重於齒輪
的「齒接觸面」，分析其運動狀態。

– 課本上對於兩齒輪運動時的相對關係描述，在本報告中也有應用，例
如齒接觸面的法向量與基圓相切等。

2 模型背景介紹
作為一輛汽車中最複雜也最重要的部件之一，變速箱負責將引擎之動力傳遞至
輪軸上，其最關鍵的工作在於以不同的齒比，以引擎所輸出的動力，傳遞不同大
小的扭力至輪上。在更換齒輪檔位的過程中，離合器 (clutch) 負責了動力輸入輸
出軸和引擎曲軸的分開與嚙合。現今多數車輛所採用的離合器為碟片式離合器，
在引擎區軸上裝有離合器片，在傳動軸端裝有壓力片 (pressure plate)，在兩碟片
接觸時透過摩擦力使兩碟片同步轉動。然而在車輛行進的過程中，碟片式離合器
會產生振動與噪音，影響車輛的行駛品質。本論文即希望以非線性動態模型來描
述這些震動，藉以在變速箱的設計上，能夠降低振動與噪音，提升車輛行駛的品
質。
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除了本論文針對非穩態、非線性的分析外，作者在更早期的文獻中亦曾探討其
他形式或來源的離合器震動。本報告作為對於變速箱震動動態模型分析的初步介
紹，我認為值得在此介紹以下兩種動態模型。

2.1 離合器碟片晃動分析

圖 1: 簡單晃動分析的模型 [2]

兩個旋轉中的摩擦碟片在接觸時，若彼此沒有以完全平貼的角度接觸，即會產
生不均勻的摩擦力分布，並使其在旋轉過程中產生震動。在最簡單的模型中，可
透過三組座標系統來描述這樣的裝置，如圖2所示，首先是空間向量 (x, y, z)，接
著是磨擦碟片平面的空間座標 (ξ, η, ζ)，最後是描述碟片晃動的 (α, β)座標，分別
代表 ξ 軸的轉動與 η 軸的轉動。在這樣的設定下，我們可以得出一組運動方程式1

Jeα̈ + bα̇ + (πR2C + 2πFe0h)α− πµhRCβ = 0 (1)

Jeβ̈ + bβ̇ + (πR2C + 2πFe0h)β + πµhRCα = 0 (2)

其中，Je 為轉動慣量，碟片半徑為 R，厚度為 2h，µ 為動摩擦係數，C 為彈
簧的彈性係數，Fe 應為彈力的合力。而這組方程式即是一組非穩態的線性系統。
[2]

建立於這樣的基礎上，作者在隨後的文獻中 [3]，引入了摩擦力所生阻尼
(friction induced damping) 的概念，並建立出一個離合器震動的動態模型，在非
穩態的條件下呈現出一個約在 200Hz左右的晃動。關於這個模型，僅在此簡單介
紹關鍵的摩擦力所生阻尼之概念。

1推導過程還使用小角度三角函數的線性化等，並對碟片的摩擦力與扭力進行分析，詳見原文
獻。[2]
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圖 2: 晃動分析的座標系統

圖 3: 摩擦力所生阻尼之概念

2.1.1 摩擦力所生阻尼之概念

考慮圖3中的質量 m，他的運動方程式為

mẍ+ cx = −µN · ẋ√
ẋ2 + V 2

假設 ẋ ≪ V，上式右邊的摩擦力即可被線性化，並整理得

mẍ+ µN
ẋ

V 2
+ cx = 0

其中即含有由摩擦力所生的阻尼項 µN ẋ
V 2。

2.2 傳動齒輪與離合器之關係
除了上述的晃動，離合器的震動還可能來自動力輸入與輸出軸上的齒輪運動。作
者在先前的文獻中 [4]，透過齒輪與離合器片的運作關係，建立了一個動態模型，
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在非穩態的條件下呈現出 300Hz左右的軸向飄移震動 (axial flutter)。在此簡單描
述作者如何對齒輪與離合器片的運動與摩擦力進行分析。而本節的分析也將是本
篇論文稍後加入黏彈性分析前的模型基礎。

2.2.1 齒輪的運動

在這個模型中，僅考慮兩個不同齒比的齒輪，其各有兩種運動的自由度，分別是
軸向轉動 φi與旋轉中心的位移運動 ui = uiex+ viey+wiez。粗體 e指的是不同方
向的單位向量。為了描述齒輪的運動，作者首先從齒面的幾何形態出發。如圖4所
示，齒輪 1為驅動齒輪，齒輪 2為從動齒輪，q 為齒面的弧長方向，βb 為齒輪的
螺旋角度 (helical gearing angle)，ri 為齒輪基圓的半徑，齒輪的齒面描述為

xi = ui + ri((cosγi + qsinγi)ex + (qcosγi − sinγi)ey) + zez

其中 γ1 = q + tanβb
z
r1
− φ1(t), γ2 = q − tanβb

z
r2
+ φ2(t)。分別將這個平面方程式對

q 方向與 z 方向偏微分，即可以得出兩方向上的切線向量，將這兩個切線向量做
外積並標準化，即可得到齒面的單位法向量，其中，齒輪 1的齒面單位法向量為

n1 = sinγ1ex + cosγ1ey + tanβbez (3)

而齒輪 2的齒面單位法向量為

n2 = sinγ2ex + cosγ2ey − tanβbez (4)

在此可見，γi 即為齒面法向量 ni 在 (ex, ey)平面上的角度。接著即可求出兩個齒
面在單位法向量方向上的速度投影，分別是齒輪 1的

v1n = ẋ1 · n1 = u̇1sinγ1 + v̇1cosγ1 + ẇ1tanβb + r1φ̇1

，以及齒輪 2的

v2n = ẋ2 · n2 = u̇2sinγ2 + v̇2cosγ2 − ẇ2tanβb − r2φ̇2

其中 ẋi 為齒面的速度。在兩齒輪運動的過程中，所有的接觸點上 n1 = −n2 皆成
立，且這兩個法向量永遠與齒輪的基圓相切，如圖4上的 P點與 K點。比較 n1 與
n2 的係數後，可以得到 γ1 = αt 以及 γ2 = π + αt，因此

0 = v1nγ1 + v2nγ2 = v1nαt + v2n(π + αt)

= (u̇1 − u̇2)sinαt + (v̇1 − v̇2)cosαt + (ẇ1 − ẇ2)tanβb + r1φ̇1 − r2φ̇2 (5)

如此即將兩傳動軸的轉動與旋轉中心的位移之關係透過齒輪的幾何建立起來。
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圖 4: 齒輪齒面的運動。上圖:齒面的幾何。下圖:兩齒輪的運動關係。

圖 5: 離合器的簡圖。

2.2.2 離合器片的摩擦力

所謂離合器片的摩擦力，指的是兩個摩擦碟片接觸並旋轉時，其之間的摩擦力。
作者在更早期的文獻中 [5]，對兩旋轉碟片之間的摩擦力有詳細的推導，在此僅列
出作者在模型建構中所使用的結果。由於此處旋轉中的摩擦碟片，實際上就是與
上節的齒輪軸相接，因此其一樣有旋轉中心的位移運動 u1 = u1ex + v1ey + w1ez，
而離合器片的旋轉速度為 φ̇1ez，另一邊加壓片 (pressure plate) 的旋轉速度為
Ωez，關於離合器的基本構造，可以參考圖5。離合器片接觸面的摩擦力 FR 為

FR,x ≈ −µ
FN

v̄r
(u̇1 + Ωv1)(1−

R2(Ω− φ̇1)
2

2v̄r2
+

3

4
Φ)

FR,y ≈ −µ
FN

v̄r
(v̇1 + Ωu1)(1−

R2(Ω− φ̇1)
2

2v̄r2
+

3

4
Φ)
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而其摩擦扭力 (friction torque)為

MR,z ≈ µ
FN

v̄r
(Ω− φ̇1)(1−

v̄xy
2

2v̄r2
+

3

4
Φ)

其中
v̄xy = (u̇1 + Ωv1)

2 + (v̇1 − Ωu1)
2

v̄r
2 = v̄xy +R2(Ω− φ̇1)

2

Φ =
R2(Ω− φ̇1)

2

2v̄r2
v̄xy

2

v̄r2

3 黏彈性接觸
以上的敘述，僅是對變速箱運動的模型基礎，描述離合器片與齒輪的運動狀態，
但其設定尚未加入本論文的第一個重點—黏彈性接觸。在以下的範圍，則正式進
入本論文的主要內容。接續上節對於離合器片與齒輪的運動關係，本論文不會再
納入對離合器片晃動的分析。接著，為了要以黏彈性接觸的設定，重新描述離合
器片與齒輪的運動狀態，作者從接觸面的張力出發，導出兩碟片之間的接觸力作
功，藉以描述兩者的運動。

圖 6: 本模型的簡圖。

3.1 離合器片的黏彈性接觸
首先，重新描繪離合器片的接觸與運動情形。簡言之，作者假設接觸面之間存在
一組彈簧與阻尼，導出兩旋轉中摩擦碟片之間，在旋轉的法線方向與切線方向的
張力 t，分別為法線方向的

tn =

( cn
2πR

g + dn
2πR

∂g
∂t
)en, g < 0 ∧ ( cn

2πR
g + dn

2πR
∂g
∂t
) < 0

0 · en, else
(6)

8



以及切線方向的

tt =

µ|tn| vT

|vT | , |vT | ̸= 0

finite, |vT | = 0
(7)

其中 vT 是接觸面的相對速度，|vT | ̸= 0代表兩個摩擦碟片的旋轉有滑移 (sliding)，
|vT | = 0 代表兩碟片的旋轉完全同步 (sticking)。g 所代表的是兩碟片在運動時之
間的間隙，µ 是動摩擦係數。而 cn

2πR
, dn
2πR
兩項則為模型中的參數，分別代表材料

特徵，接觸面的彈性係數與阻尼，與其他數個參數，在稍後的分析中會是影響結
果的重要因素。
透過接觸張力，可以推導出兩碟片之間接觸力所作之功，在旋轉軸的方向為

δWc,n = −(δu1 − δu3) ·
∮

tnds = −(δu1 − δu3) · fc,n (8)

在旋轉的切線方向為

δWc,t = −δu1

∮
ttds− δφ1 ·

∮
ρ× ttds = −δu1 · fc,t − δφ1 ·mc,t (9)

在此，u1,u3 分別為離合器片與加壓片的旋轉中心位移，由於一般離合器上離合
器片與加壓片的接觸面積為一環型，在此作者將此接觸環視為一圓，並將張力對
此圓環積分，故 ds 即為接觸環的圓弧長度。另外，φ1 為兩碟片的旋轉向量，ρ

為加壓片的半徑。顯然，fc,n 即為離合器接觸面的正向力，fc,t 為摩擦力，而mc,t

為其摩擦扭力。

3.2 齒輪的黏彈性接觸
與前述的離合器片在相同的黏彈性假設下，加入 d作為齒輪的厚度，作者提出驅
動齒輪 (齒輪 1)的接觸張力

t1n =

( cn
d
g + dn

d
∂g
∂t
)e1

n, g < 0 ∧ ( cn
d
g + dn

d
∂g
∂t
) < 0

0 · e1
n, else

(10)

延續前述對齒輪幾何進行描述時所使用的符號 (見2.2.1節)，並以 l 描述兩齒輪的
接觸長度，經過與上節類似的積分後，此處齒輪接觸力的作功為 (齒輪 1，與離合
器相接的驅動齒輪)

δWg =

(−r1δφ1cosβb − δu1sinαtcosβb − δv1cosαtcosβb − δw1sinβb) ·
l

d
(cng + dn

∂g

∂t
) (11)
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此處 l
d
為一時間的函數。值得提出的是，根據 Deppler等人所提出之定理 [6]，上

式的最後兩項 l
d
(cng + dn

∂g
∂t
)，在封閉接觸的條件以及特定的參數 (cn, dn)設定下，

會收斂成一個常數項，並使得上式等同於描述鋼體接觸情況的形式。在分析上，
黏彈性接觸下接觸力作功會隨時間變動 ( l

d
為一時間的函數)，而在鋼體接觸下則

不會 ( l
d
等收斂至常數)。

4 定態的模型解
在完成離合器與齒輪的運動狀態描述後，作者首先假設其在定態 (stationary)的情
形下，也就是各軸的角速度維持一定值、加壓片上的壓力 F 也維持定值的情形下
求解。在這樣的設定下，δ 代表的即是兩個摩擦碟片 (離合器片與加壓片)的角速
度差，也就是兩者之間的滑移 (slip)。根據漢米頓原理 (Hammilton’s priciple)，系
統的運動方程式能夠從

δH =

∫ t1

t0

{δ(T )− δ(Vbearing) + δWdissipation + δWc + δWg + δWa}dt (12)

中推導出來。其中 T 為動能，Vbearing 為位能，Wc 與 Wg 即為前面所推導出的離
合器與齒輪之接觸力作功，δWa 應為加壓片所作之功，δWdissipation 則為軸承上所
散逸之能量。
所謂漢米頓原理的變分方法與求解過程太過艱難，也超過了本報告希望介紹

之主題，在此就予以跳過。作者依據特定的參數設定2，在定態的設定下所求出
之解答，即已經可以呈現出變速箱震動的重要性質。首先在圖7中可以見到，當
加壓片所施加之壓力不為零時，離合器動力輸入軸的旋轉中心即會偏移，也就是
前述齒輪模型中的 ui，且其在 y軸的偏移方向正好與滑移 (δ)方向相反，而這個
旋轉中心的 y 軸偏移方向，正好就是齒輪 1(驅動齒輪) 的接觸齒面法向量 n1(參
見2.2.1節3式)，顯示出旋轉軸的位移受到齒論上接觸力的影響。圖8則呈現出對
齒輪採取黏彈性假設與鋼體接觸假設時，旋轉軸偏移量絕對值的差異。可以看見
其差異皆在奈米等級，非常微小，正好也符合前述由 Deppler所提出的收斂關係。
而圖9則呈現出不同的接觸面彈性係數與阻尼參數設定，會對旋轉軸偏移量有何影
響。

5 系統的穩定性與非穩態分析
在進入本論文的另一個重點—非穩態分析前，作者首先希望提出該系統能維持在
穩態的參數設定。非線性動態系統的穩定性求解與非穩態吸子 (attractor)求解已

2相關參數記載於原文獻中表 1中，族繁不及備載故不在此呈現
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圖 7: 齒輪旋轉軸在中心 x,y平面上的偏移量。

圖 8: 縱軸:黏彈性接觸與鋼性接觸的旋轉軸中心位移量絕對值之差。橫軸:加壓片
所施之力。

超過筆者的學識範圍，在此僅簡單說明，本論文作者採用常見的李昂普諾夫漸進
線穩定性 (Lyapunov stability)求解。所得出的穩態範圍如圖所示。作者採用數值
法所得之穩態範圍，與三個參數有關，分別是

• 齒輪螺旋角度 βb，決定了齒輪軸向座標與旋轉座標系統的關係。

• 滑移方向 sign(δ)，也代表了驅動齒輪的接觸齒面法向量 n1。

• j1 = J1
m1R2，其中 J1 為驅動齒輪的轉動慣量，m1 為齒輪質量，R 為摩擦碟

片的半徑。

5.1 穩定性邊界 (Stability Boundary)

在圖10中則可以發現，在動態的情形下，黏彈性接觸與鋼體接觸設定下的穩定性
邊界 (圖10中的黑色與灰色實線)近乎完全重疊，這再次的描繪了 Deppler所提出
的收斂關係。當滑移方向為正時，只有在 (βb >

π
4
, tanβb > 1) 的範圍內，系統才
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圖 9: 旋轉軸偏移量之幅度、meshing frequency與加壓片所施之力。

會進入不穩定的狀態。而在滑移為負的情形下，只要 j1 夠小，系統幾乎都會是非
穩態。對於這樣的現象，作者並沒有提出太多說明，但他認為這樣的結果與變速
箱的結構會有關係。作者也更進一步的分析出，在非穩態的情形下，其波動的頻
率在 200‐500Hz 之範圍內。而在靜態 (static) 的情形下，則無法呈現出黏彈性接
觸設定的穩態邊界 (圖10中僅能看見灰色的虛線，不見黑色的虛線)，這意味著在
靜態的情形下穩態邊界對表面接觸的參數 (cn, dn)將變得非常敏感。

圖 10: 參數域的漸進線穩定性邊界。被曲線與圖表邊界包圍的區域為非穩態。

5.2 非穩態的分析
圖11呈現出在負滑移的不穩定區域內，離合器面間隙 gclutch(圖11a)、齒輪間隙
ggear(圖11b)、與齒輪軸的角速度 (圖11c) 隨時間的波動情形，而在圖11d 中則可
以看見齒輪軸的旋轉中心位移為約 400Hz的震動。作者成功地透過本模型描述出
變速箱的各種震動情形。
在圖12中也可以看見離合器面間隙與旋轉角速度的吸子 (attractor)，是如何隨

著加壓片的施力移動。在滑移為負的情形下 (圖12a)，離合器的加壓力越大，震動
的幅度就越大，但值得注意的是，其圖形的形狀並不會改變，作者表示這意味著
變速箱的震動情形並不會因為操作的參數而有顯著改變，應是材料的參數會有較
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明顯的影響。而在正滑移的情形下 (圖12b)，其波動幅度隨加壓力的改變並不明
顯，這是因為正滑移代表離合器片的角速度大於加壓片的角速度，當外部的加壓
力減小時，摩擦力所產生的力矩，正好會形成一個「內生」的加壓力，將加壓片
壓向離合器。

圖 11: 非穩態下的震動。

圖 12: 吸子 (attractor)隨加壓力的改變。a:負滑移。b:正滑移。

除了上述的分析外，作者在原文獻中尚有更多對於非穩態吸子 (attractor) 的
分析，但其一方面已超過筆者的學識程度，另一方面也已經脫離本報告希望介紹
變速箱震動的目的。值得提出的是，作者最後將各式非穩態的邊界重新繪製於
圖10中，對於這個變速箱非線性動態系統的非穩態解有更深入的描繪，僅在此將
圖13附上。
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圖 13: 穩定性邊界與吸子 (attractor)的位置改變。
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